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1. Wstep

Cwiczenie zostato wykonane przy uzyciu $rodowiska Octave. Napisano skrypty implementujace
metod¢ aproksymacji liniowej, metode aproksymacji wielomianowej, metod¢ aproksymacji funkcja
trygonometryczng oraz metode interpolacji wielomianem. Zbadano wptyw stopnia wielomianu na
doktadnos¢ aproksymacji, stosujagc wskaznik jakosci IAE oraz dokonano obserwacji i analizy
doktadnosci odtworzenia zadanego przebiegu.



2. Aproksymacja metoda najmniejszych kwadratow

W celu zbadania wpltywu stopnia wielomianu aproksymujacego na doktadno$¢ aproksymacji,
dokonano aproksymacji funkcji wyktadniczej wielomianami od 2-go do 7-go stopnia. Na uktad
wspotrzednych naniesiono wykresy w celu porownania ich ksztaltu oraz obliczono wskazniki btedu
aproksymacji IAE.
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Aproksymacji dokonano liniowa metoda najmniejszych kwadratow. Polega ona na wyborze
funkcji aproksymujacej, ktoéra zazwyczaj sklada si¢ z co najmniej jednego sktadnika. Problem
aproksymacji skupia si¢ na doborze parametrow, przez ktore sktadniki tej funkcji sa mnozone w celu
dopasowania krzywej do punktow danych. Ponizej przedstawiono doktadny opis dziatania tej metody.
Zaktadajac, ze e(x, c¢) to btad aproksymacji, y(x) to funkcja obrazujaca dane aproksymowane, g(x) to
wybrana funkcja aproksymujaca, a ¢ to parametr, ktorego warto$¢ musi zosta¢ dobrana tak, zeby
zminimalizowa¢ btad aproksymacji, problem mozna opisa¢ rownaniem nr. (1).

e(x,c) = (y(x) — g(x) - ¢)? (1)
Traktujac funkcje, jak wektory liczb, rownanie (1) mozna zapisa¢ macierzowo (2).
E = (Y — GC)? (2)

Rownanie nalezy rozwigzac tak, aby znalez¢ takie C, przy ktorym E osigga minimum. Kwadrat w
réwnaniu macierzowym mozna rozpisa¢ na iloczyn dwoch nawiaséw, przy czym jeden z nich nalezy
transponowac (3).

E=(¥-GOT (Y -GO) 3)
Po przemnozeniu nawiasow:
E=YTY—-GY'C-G"YCT + G"GC"C

Poszukiwane jest minimum E. Wystepuje ono wtedy, gdy pochodna E jest rowna 0. Réwnanie jest wigc
obustronnie rozniczkowane (4). Wykonano réowniez kilka przeksztalcen przy uzyciu zaleznosci
AB"T = A"B.

0E _ 0(Y"Y —GY"C—G"YCT + G6"GCTC) oYY —G"YC—G"YC+ GTGCTC)

-— = 4
ac ac ac )
OE
— = —-2G"Y + 2G"GC
aC
0=-2G"Y +2G"CG = G"Y + G'GC
G"'Y
C=——-=(G"6)"1-G"Y 5
=6 ©
Operacja opisana rOwnaniem (5) moze zosta¢ zapisana w Octave operatorem backslash (6).
C=G\Y (6)



3. Wplyw stopnia wielomianu aproksymujacego na dokladnos¢
aproksymacji

W celu zbadania wplywu stopnia wielomianu na doktadno$¢ aproksymacji, napisano obszerny
skrypt. Jego zawarto$¢ zostala streszczona ponizej. Oryginalny skrypt przeprowadza aproksymacje
wielomianami od 2-go do 7-go rzedu, streszczenie ujmuje jedynie wielomiany 2-go i 3-go rzgdu.

% Wektor argumentow funkcji
x = linspace (0, 7/3*pi, 100);

% Funkcja wykladnicza

fe =1 - 2%exp(-x) + exp(-2*x);

% Punkty z wprowadzonymi zakloceniami
A =0.4;

fer = fe + (A * rand(size(x)) - A/2);
% Aproksymacja wielomianowa

G = [x.72; x; ones(size(x))]"';

fepa2 = G * (G \ fer');

G = [x."3; x."2; x; ones(size(x))]"';

fepa3 = G * (G \ fer'");

% Blad aproksymacji wielomianowe]

eep2 = trapz(abs(fe - fepa2'));

eep3 = trapz(abs(fe - fepa3d'));

% Wykres slupkowy przedstawiajcy blad aproksymacji

figure(1l);

y = [eep2, eep3l;

bar(y, 'k'); ylabel ('Btad aproksymaciji');

set (gca, 'XtickLabel', {'x"2', 'x"3'})

text (l:length(y), y', num2str(y'), 'vert', 'bottom',6 'horiz', 'center');
title('Wptyw stopnia wielomianu na btad aproksymacji funkcji wyktadnicze');

Listing 3.1 - Skrypt badajgcy wptyw wielomianu na blgd aproksymacji

Wplyw stopnia wielomianu na btad aproksymacji funkcji wykladniczej
5 . v . v . .
4.7117

Bigd aproksymacji
2"
o

1.7264  1.7006

Rysunek 1 - Wykres stupkowy przedstawiajqcy blgd aproksymacji w zaleznosci od stopnia wielomianu
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Rysunek 2 - Wykres aproksymacji funkcji wyktadniczej wielomianem 2-go rzedu
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Rysunek 3 - Wykres aproksymacji funkcji wyktadniczej wielomianem 3-go rzedu




Aproksymacja wielomianem 4-go rzedu
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Rysunek 4 - Wykres aproksymacji funkcji wyktadniczej wielomianem 4-go rzedu

Aproksymacja wielomianem 5-go rzedu
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Rysunek 5 - Wykres aproksymacji funkcji wyktadniczej wielomianem 5-go rzedu




Aproksymacja wielomianem 6-go rzedu
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Rysunek 6 - Wykres aproksymacji funkcji wyktadniczej wielomianem 6-go rzedu
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Rysunek 7 - Wykres aproksymacji funkcji wyktadniczej wielomianem 7-go rzedu




4. Porownanie wynikow aproksymacji réznymi funkcjami

W celu porownania metod aproksymacji, wygenerowan0 4 rozne sygnaly (probki) i wprowadzono do

nich zakldcenia:

1. Funkcja liniowa

2. Wielomian 2 stopnia
3. Sinus

4. Funkcja wyktadnicza

filx)=03-x
fr(x)=-01-(x—4)2+3
fs(x) = sin(x)
fex)=1—-2-e*+e™2*
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Rysunek 8 - Wykresy przedstawiajgce wygenerowane funkcje z zaktéceniami
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Rysunek 9 - Aproksymacja funkcji liniowej
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Rysunek 10 - Aproksymacja wielomianu
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Aproksymacja sinusa
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Rysunek 11 - Aproksymacja sinusa

Aproksymacja funkcji wykladniczej
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Rysunek 12 - Aproksymacja funkcji wyktadniczej




Dokonano aproksymacji kazdej z probek rozwazanymi w ¢wiczeniu metodami aproksymacji i obliczono
wskaznik btedu aproksymacji IAE.
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Rysunek 13 - Wykresy stupkowe przedstawiajgce blgd aproksymacji w zaleznosci od ksztattu funkcji
aproksymowanej dla réznych rodzajow aproksymacji
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5. Interpolacja wielomianowa

Interpolacja wielomianem polega na dopasowaniu wielomianu do danych tak, aby krzywa
przechodzita przez punkty wybrane do interpolacji. Metoda interpolacji poruszang na zajgciach
laboratoryjnych jest metoda interpolacji wielomianem Lagrange’a.

Na ¢wiczeniach laboratoryjnych wykonano recznie przyklad, a nastepnie potwierdzono
poprawnos¢ otrzymanych wynikow przy pomocy srodowiska Octave.

u=1{1,23,4,5}
y ={0,2,4,10,12}
Do interpolacji wybrano punkty u=1, 3, 50razy =0, 4, 12.
_@=3p@=5  @-Du-5 & @-3u-1

v, = 0 4 12 =

o= d-a-5 " TB-DG-5 TG-3G-D
_WouoSsudS w2 6u—54 15U — 6yt 45

2(_2) 24 = u u o) /A u .

9, = 0.5u% — 0.5

o©

Wektory z danymi
= [1, 2, 3, 4, 5];
= [0, 2, 4, 10, 12];

<oa

% Funkcja wyznaczona analitycznie
fa = @(u) 0.5 * u.”2 - 0.5;

% Generowanie punktow na podstawie wyznaczonej funkcji
ua = linspace(u(l), u(end), 100);
yva = fa(ua);

% Interpolacja za pomoca funkcji polyfit
uai = linspace(u(l), u(end), 100);

P = polyfit([1l, 3, 51, [0, 4, 121, 2);
yai = polyval (P, uai);

figure(1l);

hold on;

grid on;

plot(u, y, '.-k");

plot(ua, vya, '--r');

title('Interpolacja na podstawie obliczen wykonanych recznie');
xlabel ('x");

ylabel ('y');

1 = legend('Oryginat', 'Interpolacja');

l.Location = 'best';

figure (2);

hold on;

grid on;

plot(u, vy, '.-k'");

plot (uai, yai, '--r'");

title('Interpolacja przy pomocy funkcji polyfit()"');
xlabel ('x");

ylabel ('y");

1 = legend('Oryginat', 'Interpolacja');

l.Location = 'best';

Listing 5.1 - Skrypt porownujqcy interpolacje wykonang recznie oraz przez program
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Interpolacja na podstawie obliczen wykonanych recznie
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Rysunek 14 - Interpolacja na podstawie obliczen
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Interpolacja przy pomocy funkcji polyfit()
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Rysunek 15 - Interpolacja przy pomocy funkcji polyfit()
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6. Whnioski

Zbadano wplyw stopnia wielomianu aproksymujacego na blad aproksymacji funkcji wyktadnicze;.
Z wynikéw widocznych na wykresie stupkowym (Rysunek 1) wynika, ze mozliwe jest dobranie
optymalnego stopnia wielomianu do aproksymacji funkcji wyktadniczych. W tym przypadku najlepszy
okazat si¢ by¢ wielomian 5-go stopnia; aproksymacja tym wielomianem obarczona byta najmniejszym
btgdem. Nalezy jednak pamietac, ze oprocz minimalizacji btedu aproksymacji, pozadane jest rowniez
podobienstwo ksztattu wielomianu aproksymujacego do oryginatu funkcji. Jednym z praktycznych
zastosowan rozwazanego przypadku aproksymacji funkcji wykladniczej jest wykorzystanie
otrzymanego przebiegu do wyznaczenia nastaw regulatorow PID metodg Zieglera-Nicholsa. Konieczne
jest wowczas wyznaczenie dwoch punktow przegigeia krzywej bedacej wynikiem eksperymentu.
Niestety zaden z wielomianow (Rysunek 2 - Rysunek 7) nie odwzorowuje oryginalnych punktow
przegigcia. Najbardziej prawdopodobne jest jednak, ze wielomian 3-go stopnia najlepiej bedzie spetniat
to zadanie, jezeli dane zostang wstgpnie przefiltrowane. Zatozenie to wynika z faktu, ze wielomian 3-
go stopnia moze posiada¢ 2 punkty przegiecia, a zastosowanie wielomiandw wyzszego stopnia, o
wiekszej ilosci punktow przegiecia, stanowi ryzyko powstania przegie¢ w niewlasciwych miejscach z
powodu obecnosci zaktocen.

Poréwnano wyniki aproksymacji ré6znych probek za pomocg réznych funkcji aproksymujacych.
Zgodnie z oczekiwaniami, aproksymacja probek obarczona byta najmniejszym btgdem wtedy, gdy
funkcja aproksymujaca byta najlepiej dopasowana ksztattem do oryginatu, na podstawie ktorego probka
zostala wygenerowana. Przykladem moze by¢ funkcja wyktadnicza, gdzie najmniejszy blad
zaobserwowano wtedy, gdy aproksymowano ja réwniez funkcja wyktadnicza. Zauwazono tez, ze
w stosunku do wszystkich pozostatych funkcji aproksymujacych, aproksymacja wielomianem okazata
si¢ dawa¢ znacznie lepsze wyniki dla kazdej z probek (Rysunek 13). Obserwacja ta potwierdza bardzo
dobre zdolnosci wielomiané6w do aproksymacji probek losowych i ttumaczy jednocze$nie wysoka
popularno$¢ zastosowania wielomianéw w tej dziedzinie.

Zgodnie z poleceniem, dokonano interpolacji niewielkiego wektora danych. W przypadku duzej
ilosci danych o matej doktadnosci (np. probek losowych), uzywano aproksymacji w celu dokonania
regresji danych empirycznych. Innym przypadkiem jest sytuacja, kiedy posiadana jest niewielka ilo$¢
informacji (kilka punktow danych), ale znany jest pozadany ksztatt krzywej. Sytuacja tego rodzaju
zostata poddana eksperymentowi, w ktorym wybrano 3 punkty i poddano je liniowej interpolacji
wielomianem Lagrange’a (2-go rzedu). Interpolacja pozwolita na wyznaczenie znacznie wigkszej ilosci
punktow krzywej przechodzacej przez wybrane punkty danych empirycznych i narysowanie gtadkiego
wykresu tej krzywej. Interpolacji dokonano odrecznie wykonujac obliczenia, ale rowniez zastosowano
charakterystyczng dla srodowiska Octave funkcji polyfit(), ktéra stuzy zaréwno do aproksymacji
metoda najmniejszych kwadratow, jak i interpolacji wielomianem (definiuje to rozmiar danych
przyjmowanych przez funkcj¢). Wyniki interpolacji sg identyczne dla obliczen odrgcznych
i otrzymanych poprzez uzycie funkcji polyfit(). Potwierdza to poprawno$¢ implementacji metody
i pokazuje zasadg jej dziatania; punkty wybrane do interpolacji leza doktadnie na wyznaczonej krzywej
(Rysunek 14, Rysunek 15).
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